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两类一致等时系统的中心条件和极限环分支

桑　波
（聊城大学数学科学学院，山东 聊城 ２５２０５９）

摘　要：对于一类六次一致等时系统，给出原点为中心的充要条件，并证明从细焦点至多可分支出３个极限
环；对于一类七次一致等时系统，给出原点为中心的充要条件，并证明从细焦点至多可分支出４个极限环。
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　　考虑ｎ次多项式微分系统
ｄｘ
ｄｔ＝δｘ－ｙ＋Ｐｎ（ｘ，ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋δｙ＋Ｑｎ（ｘ，ｙ

{ ）

（１）

其中 ｍａｘ（ｄｅｇ（Ｐｎ），ｄｅｇ（Ｑｎ））＝ｎ。当 δ＝０时，
系统 （１）以原点为中心或细焦点。如何区分称为
中心焦点判定问题。

为了获得系统 （１）具有中心的充要条件，首
先需要计算系统的前面各阶非零焦点量并对它们进

行零点分解，从而得到原点为中心的必要条件；然

后利用首次积分、形式首次积分、积分因子或时间

可逆性证明所得条件都是充分的。

近二十多年以来出现了很多焦点量算法，比如

奇点量算法［１］、基于伪除的形式幂级数法［２］和摄

动算法［３］。但当 Ｐｎ，Ｑｎ为非齐次多项式时，系统

（１）的焦点量非常复杂且难于约化，为此作者基
于重新参数化法给出了焦点量的约化方法［４］。

从一个奇点分支出多个小振幅极限环的现象称

为多重Ｈｏｐｆ分支。设系统 （１）以原点为 Ｍ阶细

焦点，则对其进行适当的系数微扰，相应系统至多

可分支出Ｍ个小振幅极限环。至于实际扰动出多

少个极限环，还需要作进一步的分析。

下面考虑ｎ＋１次多项式微分系统

ｄｘ
ｄｔ＝δｘ－ｙ＋ｘＲ（ｘ，ｙ）

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋δｙ＋ｙＲ（ｘ，ｙ

{ ）

（２）

其中Ｒ（ｘ，ｙ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｒｋ（ｘ，ｙ），Ｒｋ（ｘ，ｙ）为ｋ次多项

式。因为通过极坐标变换，系统（２）δ＝０可化为
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ｄｒ
ｄｔ＝ｒＲ（ｒｃｏｓ（θ），ｒｓｉｎ（θ））

ｄθ
ｄｔ＝

{ １
（３）

所以我们称系统（２）δ＝０为一致等时系统。
当Ｒ（ｘ，ｙ）为齐次多项式时，Ｃｏｎｔｉ［５］给出了系

统（２）δ＝０以原点为中心的充要条件。当Ｒ（ｘ，ｙ）＝

∑
３

ｋ＝１
Ｒｋ（ｘ，ｙ）时，Ｃｈａｖａｒｒｉｇａ等

［６］给出了系统（２）δ＝０

可积的充要条件。当

Ｒ（ｘ，ｙ）＝∑
４

ｋ＝１
Ｒｋ（ｘ，ｙ），Ｒ４≠０且使Ｒｉ≠０，ｉ＝

１，２，３的下标 ｉ只有一个时，Ａｌｇａｂａ等［７］给出系统

（２）δ＝０以原点为中心的充要条件。对系统 （２）多
重Ｈｏｐｆ分支的研究，见文献 ［８－９］。

考虑如下两类系统

ｄｘ
ｄｔ＝δｘ－ｙ＋ｘ（Ｒ１（ｘ，ｙ）＋Ｒ５（ｘ，ｙ））

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋δｙ＋ｙ（Ｒ１（ｘ，ｙ）＋Ｒ５（ｘ，ｙ

{ ））

（４）

ｄｘ
ｄｔ＝δｘ－ｙ＋ｘ（Ｒ１（ｘ，ｙ）＋Ｒ６（ｘ，ｙ））

ｄｙ
ｄｔ＝ｘ＋δｙ＋ｙ（Ｒ１（ｘ，ｙ）＋Ｒ６（ｘ，ｙ

{ ））

（５）

其中Ｒ１（ｘ，ｙ）＝ａ０ｘ＋ａ１ｙ，Ｒｊ（ｘ，ｙ）＝∑
ｊ

ｋ＝０
ｂｋｘ

ｊ－ｋｙｋ，ｊ

＝５，６。本文将分别给出系统 （４）δ＝０ 和系统
（５）δ＝０以原点为中心的充要条件。证明在原点附
近系统 （４）至多存在 ３个小振幅极限环，系统
（５）至多存在４个小振幅极限环。

１　系统（４）的中心条件和多重Ｈｏｐｆ分支
根据文 ［４］的计算方法，系统 （４）δ＝０的前５

阶约化焦点量 （不计非零常数因子）分别为

Ｗ１ ＝Ｗ２ ＝０，Ｗ３ ＝
３２
３５ａ０ｂ１＋

３２
３５ａ０ｂ３＋

３２
７ａ０ｂ５－

３２
７ａ１ｂ０－

３２
３５ａ１ｂ２－

３２
３５ａ１ｂ４，

Ｗ４ ＝ａ
２
０ａ１ －

８０
６３ｂ２－

３２０
６３ｂ４＋

８００
６３ｂ( )０ ＋

ａ０ａ
２
１
８０
２１ｂ３＋

１６０
２１ｂ( )１ ＋ａ３０ －８０６３ｂ３－１６０６３ｂ( )１ ＋
ａ３１ －

８０
６３ｂ２－

８００
６３ｂ( )０ ，

Ｗ５＝ａ
５
０
７４２４
２９７ｂ５＋

５１２
２９７ｂ( )３ －１２８０３３ａ０ａ２１（２ａ２０－ａ２１）ｂ５＋

ａ２０ａ
３
１
２５６０
２９７ｂ２＋

２５６０
９９ｂ４＋

１０２４０
２９７ｂ( )０ ＋

ａ５１ －
５１２
９９ｂ２－

２５６
３３ｂ４－

２０４８
９９ｂ( )０ ＋

ａ４０ａ１ －
１７９２
９９ｂ４－

５１２
９９ｂ( )２

　　定理１　系统（４）δ＝０以原点为中心的充要条件
是下列５组条件之一成立

（ｉ）ｂ０＝
Ｃ１

８ａ５１ ２ａ２０－ａ( )２
１

，ｂ１＝
Ｃ２

８ａ４１ ２ａ２０－ａ( )２
１ ａ０
，

ｂ３ ＝
－Ｃ３

２ａ０ａ
２
１ ２ａ２０－ａ( )２

１

；

（ｉｉ）ａ１ ＝ｂ１ ＝ｂ３ ＝ｂ５ ＝０；
（ｉｉｉ）ａ０ ＝ａ１ ＝０；
（ｉｖ）ａ０ ＝ｂ０ ＝ｂ２ ＝ｂ４ ＝０；

（ｖ）ａ０＝±
１
２槡２ａ１，ｂ１＝ 槡３２ｂ０

１
２槡２ｂ４＋

９
２ｂ５，

ｂ２ ＝±
５
８槡２ｂ５＋

３
４ｂ４，ｂ３ ＝±槡８２ｂ０±

９
４槡２ｂ４－

３３
４ｂ５

其中

Ｃ１ ＝ａ
７
０ｂ５－ａ

６
０ａ１ｂ４－１３ａ

５
０ａ
２
１ｂ５＋

２ａ４０ａ
３
１ｂ２＋９ａ

４
０ａ
３
１ｂ４＋３５ａ

３
０ａ
４
１ｂ５－４ａ

２
０ａ
５
１ｂ２－

１１ａ２０ａ
５
１ｂ４－１５ａ０ａ

６
１ｂ５＋２ａ

７
１ｂ２＋３ａ

７
１ｂ４，

Ｃ２ ＝５ａ
７
０ｂ５－５ａ

６
０ａ１ｂ４－４５ａ

５
０ａ
２
１ｂ５＋１０ａ

４
０ａ
３
１ｂ２＋

２５ａ４０ａ
３
１ｂ４＋５５ａ

３
０ａ
４
１ｂ５－１２ａ

２
０ａ
５
１ｂ２－１５ａ

２
０ａ
５
１ｂ４－

１５ａ０ａ
６
１ｂ５＋２ａ

７
１ｂ２＋３ａ

７
１ｂ４，

Ｃ３ ＝－５ａ
５
０ｂ５＋５ａ

４
０ａ１ｂ４＋１０ａ

３
０ａ
２
１ｂ５＋

２ａ２０ａ
３
１ｂ２－６ａ

２
０ａ
３
１ｂ４－５ａ０ａ

４
１ｂ５＋ａ

５
１ｂ４

　　证明 （必要性）　通过求解多项式集 Ｇ＝
Ｗ３，Ｗ４，Ｗ{ }

５ ，共得到定理中的 ５组独立系数条
件，从而必要性得证。

（充分性）当条件 （ｉ）成立时，系统 （４）δ＝０
的向量场关于直线 ａ０ｘ＋ａ１ｙ＝０对称，因此由
Ｐｏｉｎｃａｒé对称原理，系统（４）δ＝０以原点为中心。

当条件 （ｉｉ）成立时，系统（４）δ＝０的向量场关
于ｙ轴对称，因此它以原点为中心。

当条件 （ｉｉｉ）成立时，由文献 ［５］知系统
（４）δ＝０以原点为中心。

当条件 （ｉｖ）成立时，系统 （４）δ＝０的向量场
关于ｘ轴对称，因此它以原点为中心。

当条件 （ｖ）成立时，系统（４）δ＝０的向量场关

于直线ｘ±槡２ｙ＝０对称，因此它以原点为中心。证
毕。

由系统（４）δ＝０的焦点量结构和定理１知，系
统 （４）在原点邻近至多存在３个小振幅极限环。
以下构造由５阶细焦点扰动出３个小振幅极限环的
实例。

７４１
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定理２　假设系统（４）满足

δ＝１９９０６５６１０４３３５ａ
５
０ε
１０，Ｒ１（ｘ，ｙ）＝ａ０ｘ，

Ｒ５（ｘ，ｙ）＝ｂ０ｘ
５＋ －１２＋

７３３４６８
７３１７ａ

４
０ε
４－３４２６０８２０３２５ａ

２
０ε( )２·

ｘ４ｙ＋ｂ２ｘ
３ｙ２＋

－１４６６９３６７３１７ ａ
４
０ε
４＋５２２９２８２０３２５ａ

２
０ε
２＋( )１ｘ２ｙ３＋ｂ４ｘｙ４＋

－１１０＋
１０１１６８
７３１７ａ

４
０ε
４－３６０６４２０３２５ａ

２
０ε( )２ ｙ５

其中ａ０≠０，则当ε＝０时，系统（４）以原点为５
阶细焦点；当０＜｜ε｜１时，在原点充分小邻域
内系统 （４）恰有３个小振幅极限环，其位置分别
在圆ｘ２＋ｙ２ ＝ｋ２ε２附近，ｋ＝１，２，３。

证明　当ε＝０时，由条件及焦点量公式，我

们得到δ＝Ｗ１＝Ｗ２＝Ｗ３＝Ｗ４＝０，Ｗ５＝
－１２８
１６５ａ

５
０，

所以系统（４）以原点为５阶细焦点。
当０＜｜ε｜１时，系统（４）的第０阶至第５

阶焦点量依此为

ｖ１（２π）＝１＋
３９８１３１２
１０４３３５ａ

５
０πε

１０＋ｏ（ε１０），

ｖ３（２π）＝ｖ５（２π）＝０，

ｖ７（２π）＝－
１６１８６８８
２８４５５ａ

５
０ε
４π＋ｏ（ε４），

ｖ９（２π）＝
８２４３２
４０６５ａ

５
０πε

２＋ｏ（ε２），

ｖ１１（２π）＝－
２５６
１６５ａ

５
０π＋Ｏ（ε

２）

所以系统 （４）在原点邻域的拟后继函数为

Ｌ（ｈ，ε）＝－ ２５６
３１３００５πａ

５
０·

（１２９６ε４＋１７６４ε２ｈ２＋１８９７ｈ４）∏
３

ｋ＝１
（ｈ２－ｋ２ε２）

从而由文 ［１０］知，系统 （４）在原点的充分小邻
域内恰有３个小振幅极限环，其位置分别在圆ｘ２＋
ｙ２ ＝ｋ２ε２附近，ｋ＝１，２，３。

２　系统（５）的中心条件和多重Ｈｏｐｆ分支
通过计算，系统 （５）δ＝０的前６阶约化焦点量

（不计非零常数因子）分别为

Ｗ１ ＝Ｗ２ ＝０，

Ｗ３ ＝
８
７ｂ０＋

８
３５ｂ２＋

８
３５ｂ４＋

８
７ｂ６，

Ｗ４ ＝ａ０ａ１ －
２０
７ｂ３－

１００
２１ｂ５－

１００
２１ｂ( )１ ＋

ａ２１
１００
７ｂ０＋

２０
２１ｂ４＋

４０
２１ｂ( )２ ＋

ａ２０ －
１００
７ｂ０－

４０
２１ｂ２－

２０
２１ｂ( )４ ，

Ｗ５＝ａ０ａ
３
１
３２０
３３ｂ５－

３２０
３３ｂ( )１ ＋ａ３０ａ１ －３２０３３ｂ５＋３２０３３ｂ( )１ ＋

ａ２０ａ
２
１
１２８
１１ｂ４＋

１２８
１１ｂ( )２ ＋ａ４１ －６４３３ｂ４－６４３３ｂ( )２ ＋

ａ４０ －
６４
３３ｂ４－

６４
３３ｂ( )２ ，

Ｗ６ ＝ａ
５
０ａ１ －

１１２００
４２９ｂ５＋

４４８０
４２９ｂ( )１ ＋

２２４０
４２９ａ０ａ

３
１ １０ａ２０－３ａ( )２

１ ｂ５＋

ａ２０ａ
４
１ －
２２４０
１４３ｂ２－

１１２００
４２９ｂ４－

１１２００
１４３ｂ( )０ ＋

ａ４０ａ
２
１
１１２００
４２９ｂ２＋

１５６８０
４２９ｂ４＋

１１２００
１４３ｂ( )０ ＋

ａ６１
４４８
１４３ｂ２＋

４４８
１４３ｂ４＋

２２４０
１４３ｂ( )０ ＋

ａ６０ －
２２４０
４２９ｂ２－

２２４０
４２９ｂ４－

２２４０
１４３ｂ( )０

　　定理３　系统（５）δ＝０以原点为中心的充要条件
是下列７组条件之一成立：

（ｉ）ｂ１＝
Ｃ１

５ａ０（ａ０－ａ１）（ａ１＋ａ０）（ａ
２
０－３ａ

２
１）（３ａ

２
０－ａ

２
１）ａ１
，

ｂ３＝
Ｃ２

（３ａ２０－ａ
２
１）（ａ

２
０－３ａ

２
１）ａ０ａ１

，

ｂ５＝
Ｃ３

５ａ０（ａ０－ａ１）（ａ１＋ａ０）（ａ
２
０－３ａ

２
１）（３ａ

２
０－ａ

２
１）ａ１
，

ｂ６ ＝－ｂ０－
１
５ｂ２－

１
５ｂ４；

（ｉｉ）ａ０ ＝±ａ１，ｂ１ ＝－ｂ５，ｂ２ ＝－ｂ４，
ｂ３ ＝０，ｂ６ ＝－ｂ０；

（ｉｉｉ）ａ０＝±槡３ａ１，ｂ１＝
２
３槡３ｂ０

２
３槡３ｂ４＋ｂ５，

ｂ２ ＝
５
２ｂ０＋

３
２ｂ４，ｂ３ ＝

１０
３槡３ｂ０±

２
９槡３ｂ４－

１０
３ｂ５，

ｂ６ ＝－
３
２ｂ０－

１
２ｂ４；

（ｉｖ）ａ０＝±
１
３槡３ａ１，ｂ１＝±

２
３槡３ｂ０±

２
３槡３ｂ４＋ｂ５，

ｂ２ ＝
５
２ｂ０＋

３
２ｂ４，

ｂ３ ＝±
１０
３槡３ｂ０

２
９槡３ｂ４－

１０
３ｂ５，ｂ６＝－

３
２ｂ０－

１
２ｂ４；

　 （ｖ）ａ０ ＝ａ１ ＝０，ｂ６ ＝－ｂ０－
１
５ｂ２－

１
５ｂ４；

（ｖｉ）ａ０ ＝ｂ０ ＝ｂ２ ＝ｂ４ ＝ｂ６ ＝０；
（ｖｉｉ）ａ１ ＝ｂ０ ＝ｂ２ ＝ｂ４ ＝ｂ６ ＝０，
其中
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Ｃ１＝－１５ａ
８
０ｂ０＋９０ａ

６
０ａ
２
１ｂ０－１０ａ

６
０ａ
２
１ｂ２－１５０ａ

４
０ａ
４
１ｂ０＋

２８ａ４０ａ
４
１ｂ２＋８ａ

４
０ａ
４
１ｂ４＋９０ａ

２
０ａ
６
１ｂ０－１０ａ

２
０ａ
６
１ｂ２－１５ａ

８
１ｂ０，

Ｃ２＝－５ａ
６
０ｂ０－ａ

６
０ｂ２＋１５ａ

４
０ａ
２
１ｂ０＋７ａ

４
０ａ
２
１ｂ２－４ａ

４
０ａ
２
１ｂ４－

１５ａ２０ａ
４
１ｂ０－７ａ

２
０ａ
４
１ｂ２＋４ａ

２
０ａ
４
１ｂ４＋５ａ

６
１ｂ０＋ａ

６
１ｂ２，

Ｃ３＝－１５ａ
８
０ｂ０－３ａ

８
０ｂ２－３ａ

８
０ｂ４＋９０ａ

６
０ａ
２
１ｂ０＋１８ａ

６
０ａ
２
１ｂ２＋

２８ａ６０ａ
２
１ｂ４－１５０ａ

４
０ａ
４
１ｂ０－３８ａ

４
０ａ
４
１ｂ２－５８ａ

４
０ａ
４
１ｂ４＋

９０ａ２０ａ
６
１ｂ０＋１８ａ

２
０ａ
６
１ｂ２＋２８ａ

２
０ａ
６
１ｂ４－１５ａ

８
１ｂ０－３ａ

８
１ｂ２－３ａ

８
１ｂ４

　　证明 （必要性）通过求解多项式集Ｇ＝｛Ｗ３，
Ｗ４，Ｗ５，Ｗ６｝，共得到定理中的７组系数条件，从而
必要性得证。

（充分性）当条件 （ｉ）成立时，系统 （５）δ＝０
的向量场关于直线 ａ０ｘ＋ａ１ｙ＝０对称，因此由
Ｐｏｉｎｃａｒé对称原理，系统（５）δ＝０以原点为中心。

当条件 （ｉｉ）成立时，系统（５）δ＝０的向量场关
于直线ｘ±ｙ＝０对称，因此它以原点为中心。

当条件 （ｉｉｉ）成立时，系统 （５）δ＝０的向量场

关于直线３ｘ±槡３ｙ＝０对称，因此它以原点为中心。
当条件 （ｉｖ）成立时，系统 （５）δ＝０的向量场

关于直线ｘ±槡３ｙ＝０对称，因此它以原点为中心。
当条件 （ｖ）成立时，由文献 ［５］知系统

（５）δ＝０以原点为中心。
当条件 （ｖｉ）成立时，系统 （５）δ＝０的向量场

关于ｘ轴对称，因此它以原点为中心。
当条件 （ｖｉｉ）成立时，系统 （５）δ＝０的向量场

关于ｙ轴对称，因此它以原点为中心。证毕。
由系统（５）δ＝０的焦点量结构和定理３知，系

统 （５）在原点邻近至多存在４个小振幅极限环。
以下构造由６阶细焦点扰动出４个小振幅极限环的
实例。

定理４　假设系统（５）满足

δ＝１７８３６２７７７６４６０４１７１ ａ
６
０ε
１２，Ｒ１（ｘ，ｙ）＝ａ０ｘ，

Ｒ６（ｘ，ｙ）＝ －１１５－
１６８０７０
３２１９７ａ

２
０ε( )２ ｘ６＋ｂ１ｘ５ｙ＋

１－４３４４８４９６１６０９８５ａ
４
０ε
４＋２０１６８４０３２１９７ａ

２
０ε( )２ ｘ４ｙ２＋ｂ３ｘ３ｙ３＋

－１＋４３４４８４９６１６０９８５ａ
４
０ε
４－１５１２６３０３２１９７ａ

２
０ε( )２ ｘ２ｙ４＋ｂ５ｘｙ５＋

１
１５－

５１９８７０４０
９６５９１ ａ

６
０ε
６＋６７２２８３２１９７ａ

２
０ε( )２ ｙ６

其中ａ０≠０，当ε＝０时，系统（５）以原点为６阶
细焦点；当０＜｜ε｜１时，在原点充分小邻域内
系统 （５）恰有４个小振幅极限环，其位置分别在
圆ｘ２＋ｙ２ ＝ｋ２ε２附近，ｋ＝１，２，３，４。

证明　当ε＝０时，由条件及焦点量公式，我
们得到δ＝Ｗ１ ＝Ｗ２ ＝Ｗ３ ＝Ｗ４ ＝Ｗ５ ＝０，

Ｗ６＝
４４８
４２９ａ

６
０≠０，所以系统（５）以原点为６阶

细焦点。

当０＜｜ε｜１时，系统（５）的第０阶至第５
阶焦点量依此为

ｖ１（２π）＝１＋
３５６７２５５５５２
４６０４１７１ ａ

６
０πε

１２＋ｏ（ε１２）

ｖ３（２π）＝ｖ５（２π）＝０

ｖ７（２π）＝－
１１８８２７５２０
９６５９１ ａ６０πε

６＋ｏ（ε６）

ｖ９（２π）＝
１６５５１８０８
３２１９７ ａ

６
０πε

４＋ｏ（ε４）

ｖ１１（２π）＝－
２１５１２９６０
３５４１６７ａ

６
０πε

２＋ｏ（ε２）

ｖ１３（２π）＝
８９６
４２９ａ

６
０π＋Ｏ（ε

２）

所以系统（５）在原点邻域的拟后继函数为

Ｌ（ｈ，ε）＝ ８９６
１３８１２５１３πａ

６
０

　
　
２０７３６ε４＋２９５２０ε２ｈ２＋３２１９７ｈ４( )　　∏

４

ｋ＝１
（ｈ２－ｋ２ε２）

从而由文 ［１０］知，系统 （５）在原点的充分小邻
域内恰有４个小振幅极限环，其位置分别在圆ｘ２＋
ｙ２ ＝ｋ２ε２附近，ｋ＝１，２，３，４。
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